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Abstract
We obtain a lower bound for the normalised height of a non-torsion subvariety
V of a C.M. abelian variety. This lower bound is optimal in terms of the
geometric degree of V , up to a power of a “log”. We thus extend the results
of F. Amoroso and S. David on the same problem on a multiplicative group
Gnm. We prove furthermore that the optimal lower bound (conjectured by S.
David and P. Philippon) is a corollary of the conjecture of S. David and M.
Hindry on the abelian Lehmer’s problem. We deduce these results from a
density theorem on the non-torsion points of V .
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1 Introduction
On sait depuis les travaux de Philippon [15] [16] [17], puis Bost, Gillet,
Soule´ [8] dans le cadre de l’intersection arithme´tique, comment de´finir la
hauteur des varie´te´s projectives ; l’ide´e e´tant de conside´rer un point comme
une varie´te´ de dimension ze´ro et de ge´ne´raliser ceci en dimension supe´rieure.
De meˆme que dans le cas des points, on sait pour les varie´te´s abe´liennes
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munies d’un fibre´ en droites ample et syme´trique de´finir une hauteur par-
ticulierement agre´able : la hauteur canonique ĥL, ou hauteur normalise´e.
En dimension ze´ro, il existe un the´ore`me caracte´risant les points de hauteur
normalise´e nulle ; c’est un re´sultat de Kronecker dans le cas de Gm. Philip-
pon [17] (dans le cas d’un produit de courbes elliptiques) puis Zhang [21] et
David-Philippon [10] dans le cas ge´ne´ral ont montre´ comment ge´ne´raliser ce
re´sultat pour caracte´riser les sous-varie´te´s de hauteur normalise´e nulle : ce
sont les translate´es d’un sous-groupe alge´brique par un point de torsion. On
dit qu’une telle sous-varie´te´ est une sous-varie´te´ de torsion. La re´ponse a`
cette question re´pond a` une conjecture de Bogomolov. Ceci e´tant, on peut
se demander comment minorer la hauteur normalise´e d’une sous-varie´te´ de
hauteur non-nulle d’une varie´te´ abe´lienne. Dans leur article [10], David et
Philippon ont formule´ un proble`me ge´ne´ral (le proble`me 1.7) contenant cette
question. On peut notamment faire ressortir de la discussion suivant la for-
mulation de leur proble`me l’e´nonce´ suivant :
Conjecture 1 (David-Philippon) Soit A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur
un corps de nombres k, munie d’un fibre´ ample et syme´trique L. Soit V
une sous-varie´te´ stricte de A sur k, k-irre´ductible et qui n’est pas re´union de
sous-varie´te´s de torsion, alors, on a l’ine´galite´
ĥL(V )
degL(V )
≥ c(A,L) degL(V )
− 1
s−dimV ,
ou` s est la dimension du plus petit sous-groupe alge´brique contenant V , et ou`
c(A,L) est une constante ne de´pendant que de A et de L.
Dans ce qui suit, on reprend le re´sultat principal (ainsi que le sche´ma de
de´monstration) de Amoroso-David [2] concernant le groupe multiplicatif Gnm,
pour obtenir un re´sultat analogue dans le cadre des varie´te´s abe´liennes. En
utilisant les re´sultats de David-Hindry [9] concernant le proble`me de Lehmer
abe´lien, on obtient en corollaire un re´sultat en direction de la conjecture 1.
Ce dernier ne concerne que les varie´te´s abe´liennes de type C.M., par contre
il est essentiellement optimal (a` un facteur log pre`s) en le degre´ de V .
Remerciements Je tiens a` remercier M. Hindry pour sa patiente relecture,
et je le remercie e´galement, ainsi que S. David, pour m’avoir encourage´ a`
e´crire cet article. Par ailleurs je souhaite aussi remercier chaleureusement E´.
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1.1 Degre´ et hauteur
Soit k un corps de nombres. On dira que V est une varie´te´ alge´brique sur k
si V est un k-sche´ma de type fini ge´ome´triquement re´duit. On dira que G
est un groupe alge´brique sur k si c’est une varie´te´ en groupes sur k. On dira
que A est une varie´te´ abe´lienne de´finie sur k si c’est un groupe alge´brique
connexe propre et lisse sur k. Par sous-varie´te´ on entendra toujours sous-
varie´te´ ferme´e.
Soient Ok l’anneau des entiers de k, n un entier, et X une varie´te´ projective
munie d’un plongement ϕL : X →֒ Pnk de´fini par un fibre´ L tre`s ample sur
X . Si O(1) de´note le fibre´ standard sur PnOk , on a ϕ
∗
LO(1)k ≃ L. On note
O(1) le fibre´ standard muni de la me´trique de Fubini-Study. Si V est une
sous-varie´te´ de X , on note VL l’adhe´rence sche´matique de ϕL(V ) dans PnOk .
De´finition 1 On de´finit le degre´ de la varie´te´ V relativement a` L, et on note
degL V l’entier degk
(
c1(O(1)k)
dimV · ϕL(V )
)
ou` degk est le degre´ projectif
usuel sur Pnk .
De´finition 2 On appelle hauteur de la varie´te´ V associe´e a` L, et on note
hL(V ) la hauteur de VL, au sens de Bost-Gillet-Soule´ [8] p. 945 de´finition
3.1.1., associe´e au fibre´ hermitien O(1). Notons que l’on ne normalise pas
cette hauteur par le degre´ degL(V ).
Remarque 1 Par le the´ore`me 3 p. 366 de [19], hL(V ) coincide avec la hau-
teur h(fV,L) de Philippon, telle que de´finie au paragraphe 2. de [17], ou` fV,L
est une forme e´liminante de l’ide´al de de´finition de ϕL(V ) dans k[X0, . . . , Xn].
(Le terme d’erreur de [19] disparait du fait du changement de normalisation
pour la hauteur de Philippon entre les articles [15] et [17]).
De´finition 3 Dans le cas ou` X = A est une varie´te´ abe´lienne, et ou` L est en
plus syme´trique, Philippon [17] (dans le cas ou` L de´finit un plongement pro-
jectivement normal) puis Zhang [21], avec des me´thodes arakeloviennes, ont
montre´ en utilisant un proce´de´ de limite a` la Ne´ron-Tate, comment de´finir
une hauteur canonique, note´e ĥL(.), sur l’ensemble des sous-varie´te´s de A.
Cette hauteur ve´rifie notamment : si X est une sous-varie´te´ de A, de stabil-
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isateur GX , et si n est un entier, alors,
ĥL ([n](X)) =
n2(dimX+1)
| ker [n] ∩GX |
ĥL(X).
De´finition 4 Soit A/k une varie´te´ abe´lienne. On dit que V est une sous-
varie´te´ de torsion de A si V = a + B avec a ∈ Ators et B une sous-varie´te´
abe´lienne de A. On dit que c’est une sous-varie´te´ de torsion stricte de A
si c’est une sous-varie´te´ de torsion a + B avec B une sous-varie´te´ abe´lienne
stricte de A.
D’apre`s les re´sultats de Philippon [17], David-Philippon [10] et Zhang [21],
on a, si V est une sous-varie´te´ de A/k de´finie sur une extension finie K/k,
ĥL(V ) = 0 si et seulement si V est une sous-varie´te´ de torsion.
De´finition 5 Soient V une sous-varie´te´ de A sur k, et θ un nombre re´el
positif. On pose V (θ, L) =
{
x ∈ V (k) / ĥL(x) ≤ θ
}
. On de´finit alors le
minimum essentiel de V , et on note µessL (V ) le re´el
µessL (V ) = inf
{
θ > 0 / V (θ, L) = V
}
,
ou` V (θ, L) est la fermeture de Zariski de V (θ, L) dans A.
1.2 Re´sultats
Soient k un corps de nombres, A/k une varie´te´ abe´lienne de dimension g, et
L un fibre´ en droites tre`s ample sur A. On de´montre le the´ore`me suivant :
The´ore`me 1 Soient K/k une extension finie, et V une sous-varie´te´ alge´bri-
que de A sur K, K-irre´ductible et contenue dans aucune re´union de sous-
varie´te´s de torsion strictes de A. Alors, pour tout re´el ε > 0, l’ensemble des
points x ∈ V (K) d’ordre infini pour toute sous-varie´te´ abe´lienne stricte de
A, et dont la hauteur de Ne´ron-Tate relativement a` L ve´rifie
ĥL(x) ≤
ĥL(V )
degL V
+ ε
est Zariski dense dans V .
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On peut donner deux corollaires a` ce the´ore`me. Pour cela, on a besoin d’une
de´finition.
De´finition 6 Soient A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur un corps de nombres
k, L un fibre´ en droites ample syme´trique, et x ∈ A(k). Suivant [9] de´finition
1.2., on appelle indice d’obstruction de x, et on note δL(x) la quantite´
δL(x) = min
{
degLX
1
codim X / x ∈ X
}
,
ou` le minimum est pris sur l’ensemble des sous-varie´te´s strictes, X, de A sur
k, k-irre´ductibles.
On peut voir le point x ∈ A(k) comme une sous-varie´te´ de A, de´finie sur k, k-
irre´ductible, de dimension 0 et de degre´ [k(x) : k]. Avec cette interpre´tation,
la de´finition pre´ce´dente admet la ge´ne´ralisation suivante : si V est une sous-
varie´te´ stricte de A sur k, k-irre´ductible, on appelle indice d’obstruction de
V , et on note δL(V ) la quantite´
δL(V ) = min
{
degLX
1
codim X / V ⊂ X
}
,
ou` le minimum est pris sur l’ensemble des sous-varie´te´s strictes, X, de A sur
k, k-irre´ductibles.
Remarque 2 On a par de´finition, 1 ≤ δL(V ) ≤ degL(V )
1
codim V . Dans le cas
ou` V est de dimension 0, on retrouve ainsi le lemme 1.3. de [9].
En utilisant le re´sultat de [9] concernant le proble`me de Lehmer pour les
varie´te´s abe´liennes de type C.M., on peut alors montrer le re´sultat suivant :
Corollaire 1 Supposons de plus que A est de type C.M. Soit V une sous-
varie´te´ alge´brique stricte de A sur k, k-irre´ductible et contenue dans aucune
re´union de sous-varie´te´s de torsion strictes de A. Alors, l’ensemble{
x ∈ V (k) / ĥL(x) ≤
c(A,L)
δL(V )
(
log log(3δL(V ))
log(3δL(V ))
)κ(g) }
,
n’est pas Zariski dense dans V . Ici c(A,L) est une constante ne de´pendant
que de A et de L, et κ(g) est une constante effectivement calculable ne
de´pendant que de g (par exemple κ(g) = (2g(g + 1)!)g+2 convient).
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Remarque 3 Ce corollaire est une conse´quence formelle du the´ore`me 1 et
du the´ore`me principal de [9]. En particulier, toute ame´lioration dans la di-
rection de la conjecture de Lehmer abe´lienne, ame´liore d’autant le corollaire.
Le meilleur re´sultat possible correspondrait au cas ou` A/k est une varie´te´
abe´lienne quelconque, et ou` l’on peut prendre κ(g) = 0, i.e., a` la conjecture
de Lehmer abe´lienne telle que e´nonce´e dans [9].
Dans ce qui suit, si A est une varie´te´ abe´lienne, on suppose donne´ avec A une
isoge´nie avec un produit de varie´te´s abe´liennes simples
∏
Anii . On suppose
de plus que la varie´te´ produit est munie du fibre´ associe´ au plongement
A =
n∏
i=1
Arii →֒
n∏
i=1
Prini
Segre
→֒ PN ,
les Ai e´tant plonge´es dans Pni par des fibre´s Li amples et syme´triques. Si
L est un fibre´ en droites syme´trique ample sur A, on notera par c(A,L) une
constante ne faisant intervenir que ces donne´es.
Corollaire 2 Si A est de type C.M., L un fibre´ en droites ample et syme´tri-
que de A, et si V est une sous-varie´te´ alge´brique stricte de A sur k, k-
irre´ductible et qui n’est pas re´union de sous-varie´te´s de torsion, alors, on a
l’ine´galite´
ĥL(V )
degL(V )
≥ µessL (V ) ≥ c(A,L) degL(V )
− 1
s−dimV (log(3 degL(V )))
−κ(s) ,
ou` s est la dimension du plus petit sous-groupe alge´brique contenant V .
Remarque 4 Soit P ∈ A(k). En notant V la sous-varie´te´ de A sur k obtenue
a` partir de P en rajoutant tous ses conjugue´s, on constate que le re´sultat
obtenu est bien une ge´ne´ralisation d’un e´nonce´ du type Lehmer : il s’agit
d’un e´nonce´ de nature arithme´tique faisant intervenir le degre´ d’un corps de
de´finition de V .
Remarque 5 En fait, il suit des preuves des corollaires 1 et 2 le re´sultat
suivant :
soient A/k une varie´te´ abe´lienne de dimension g, L un fibre´ en
droites syme´trique ample sur A. On appelle Lehmer(A/k, L, γ) la
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proprie´te´ suivante : il existe des constantes c(A,L) ne de´pendant
que de A et de L, et γ(g) ne de´pendant que de g, telles que
pour tout point x ∈ A(k) qui est d’ordre infini modulo toute
sous-varie´te´ abe´lienne stricte de A, on a
ĥL(x) ≥ c(A,L)δ(x)
−γ(g).
On note ensuite Minorant(A/k, L, V, γ) l’e´nonce´ : il existe des
constantes c′(A,L) ne de´pendant que de A et de L, et γ(g) ne
de´pendant que de g, telles que si V est une sous-varie´te´ alge´brique
stricte de A sur k, k-irre´ductible et qui n’est pas re´union de sous-
varie´te´s de torsion, alors, on a l’ine´galite´
ĥL(V )
degL(V )
≥ c′(A,L) degL(V )
−
γ(g)
s−dimV ,
ou` s est la dimension du plus petit sous-groupe alge´brique con-
tenant V .
Avec ces notations, on a
Lehmer(A/k, L, γ)⇒ Minorant(A/k, L, V, γ).
De plus, et avec les notations de la remarque pre´ce´dente 5, on trouve dans
[9] la conjecture suivante concernant le proble`me de Lehmer abe´lien :
Conjecture 2 (David-Hindry) L’assertion Lehmer(A/k, L, 1) est vraie pour
toute varie´te´ abe´lienne A/k.
En utilisant la remarque, on en de´duit qu’une bonne minoration de la hauteur
sur les points entraine une bonne minoration de la hauteur sur toutes les
sous-varie´te´s. Plus pre´cise´ment, on a :
Corollaire 3 La conjecture 2 implique la conjecture 1.
La suite est consacre´e a` une de´monstration du the´ore`me 1 et de ces corollaires.
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2 La proposition cle´
Proposition 1 (Amoroso-David) Soient n un entier et X une sous-varie´te´
de Pn sur k, k-irre´ductible. Pour tout ε > 0, il existe δ0 = δ0(ε,X) > 0
ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
soient δ un entier supe´rieur a` δ0, et Y une sous-varie´te´ de Pn sur
k ne contenant pas X. Si
log degk(Y ) ≤
δε
4dimX
,
alors il existe x ∈ (X \ Y )(k) tel que
hO(1)(x) ≤
hO(1)(X)
degk(X)
+ ε et [k(x) : k] ≤ (degk(X))δ
dimX .
De´monstration C’est la proposition 2.1. de [2] : cette dernie`re est simple-
ment e´nonce´e avec Y une hypersurface, mais la preuve dans le cas ge´ne´ral
reste mot pour mot la meˆme. 
En utilisant un proce´de´ de limite, on en de´duit :
Corollaire 4 Soit V une sous-varie´te´ de A sur k, k-irre´ductible. Pour tout
ε1 > 0, il existe δ1 = δ1(ε1, V, A, L) > 0 ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
soient δ un entier supe´rieur a` δ1, et W une sous-varie´te´ de A sur
k ne contenant pas V . Si
log degLW ≤
δ
4dimV
,
alors il existe x ∈ (V \W )(k) tel que
ĥL(x) ≤
ĥL(V )
degL V
+ ε1 et [k(x) : k] ≤ c0(ε1, A, L)(degL V )δ
dimV ,
ou` c0(ε1, A, L) est une constante strictement positive ne de´pen-
dant que de ε1, A et L.
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De´monstration Quitte a` remplacer L par L⊗4, on suppose que le plonge-
ment ϕ : A →֒ Pn associe´ au fibre´ en droites tre`s ample syme´trique L, est
projectivement normal. Soit p un nombre premier et N un entier strictement
positif. On conside`re le plongement projectif ψ = ψp,L de A, compose´ des
plongements suivants
A →֒ AN →֒ (Pn)N →֒
Segre
P(n+1)
N−1
x 7→ (x, [p]x, . . . , [pN−1]x)
Il s’agit du plongement enroule´ de´fini dans [17] paragraphe 3. En notant hψ
la hauteur associe´e a` ce plongement, la proposition 7. de [17] nous dit que
degψ(V ) =
(
p2N − 1
p2 − 1
)dimV
degL(V ), et ĥψ(V ) =
(
p2N − 1
p2 − 1
)dimV
ĥL(V ).
Ainsi, en appliquant la proposition 9. de [17], on en de´duit qu’il existe un
re´el cp > 0 inde´pendant de N , tel que
|
(
p2N − 1
p2 − 1
)
ĥL(V )
degL(V )
−
hO(1)(ψ(V ))
degk(ψ(V ))
| ≤ 8cpN. (1)
Soit maintenant ε1 > 0. On fixe p = 3 par exemple, et on choisit N =
N(ε1, A, L) le plus petit entier tel que
16cpN + 1(
p2N−1
p2−1
) ≤ ε1.
On va appliquer la proposition pre´ce´dente 1 avec ε = 1, X = ϕ(V ) et Y =
ϕ(W ). On choisit δ ≥ δ1(ε1, V, A, L) = max {8(dimV )
2N log p, δ0(1, X)}, et
on suppose que
log degL(W ) ≤
δ
4dimX
.
Avec ces choix, on a
log degk Y = dimV log
(
p2N − 1
p2 − 1
)
+ log degLW
≤ 2NdimV log p+ log degLW
≤ 2NdimV log p+
δ
4dimV
≤
δ
2dimV
par choix de δ1.
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La proposition 1 nous dit qu’il existe y ∈ (ϕ(V ) \ ϕ(W )) (k) tel que :
hO(1)(y) ≤
hO(1)(X)
degk(X)
+ 1 ≤ 8cpN +
p2N − 1
p2 − 1
ĥL(V )
degL(V )
+ 1,
et tel que
[k(y) : k] ≤ degk(X)δ
dimV ≤
(
p2N − 1
p2 − 1
)dimV
degL(V )δ
dimV .
Par de´finition, il existe x ∈ V \W tel que
y = ϕ(x), et tel que | hO(1)(y)−
p2N − 1
p2 − 1
ĥL(x) |≤ 8cpN.
On en de´duit
ĥL(x) ≤
ĥL(V )
degL V
+
16cpN + 1(
p2N−1
p2−1
) , et [k(x) : k] ≤ (p2N − 1
p2 − 1
)2dimV
δdimV degL V.
Le choix de N permet de conclure. 
3 Un lemme de majoration
Dans ce qui suit, A/k est une varie´te´ abe´lienne de´finie sur un corps de nom-
bres k, et L est un fibre´ en droites syme´trique tre`s ample sur A. On suppose
k plonge´ dans C. On commence par rappeler un re´sultat classique concernant
le corps de de´finition d’une sous-varie´te´ abe´lienne de A.
Lemme 1 Il existe une extension F/k finie, ne de´pendant que de A, et no-
tamment de degre´ majore´ par une constante ne de´pendant que de A, telle que
toute sous-varie´te´ abe´lienne de A soit de´finie sur F .
De´monstration Le groupe EndC(A) est un Z-module de type fini. Il existe
donc une extension finie F/k ne de´pendant que de A telle que EndC(A) =
EndF (A). Soit maintenant B une sous-varie´te´ abe´lienne de A. Par le the´ore`-
me d’irre´ductibilite´ de Poincare´, il existe une sous-varie´te´ abe´lienne C de A
et une isoge´nie ϕ : A→ B×C. En notant pr1 la projection de B ×C sur B,
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et i l’inclusion de B dans A, on a : f = i◦ pr1 ◦ϕ ∈ EndF (A). Or B = f(A),
donc B est de´finie sur F . 
Remarque 6 En fait on peut prendre F/k de degre´ infe´rieur a` 316dimA
4
(cf.
[14] lemma 2.2.).
Au vu de ce lemme, on supposera dans toute la suite que toutes les sous-
varie´te´s abe´liennes de A/k sont de´finies sur k.
Lemme 2 Soient d un entier, et x ∈ A un point rationnel sur une extension
de degre´ infe´rieur a` d. Si x est un point de torsion modulo une sous-varie´te´
abe´lienne stricte B de A, alors on peut e´crire x = y + ξ avec y ∈ B et
ξ ∈ A(F )tors ou` F est une extension de degre´ infe´rieur a` c1(A)d, c1(A) e´tant
une constante ne de´pendant que de A.
De´monstration On note π : A→ A/B = C. On sait (cf. [3]) que l’on peut
construire une sous-varie´te´ abe´lienne C ′ de A telle que A = B + C ′, et telle
que Card (B ∩ C ′) ≤ c1(A) pour une constante c1(A) ne de´pendant que de A.
Notons π′ = π|C′ l’isoge´nie de C
′ vers C, et posons K = k(x). On peut e´crire
x = b+c′ avec b ∈ B et c′ ∈ C ′. On a π(x) = π′(c′) ∈ C(K)tors. L’application
π′ e´tant une isoge´nie, le point c′ est de torsion, et il est rationnel sur une
extension de K de degre´ majore´ par c1(A). 
Lemme 3 Soient d un entier, et x ∈ A un point rationnel sur une extension
de degre´ infe´rieur a` d. Si x est de torsion modulo une sous-varie´te´ abe´lienne
stricte B de A, alors, il existe une sous-varie´te´ abe´lienne Bx stricte de A et
un point de torsion ξ de´fini sur une extension de degre´ au plus c1(A)d de k,
tels que x ∈ (Bx + ξ) , et tels que
degLBx ≤ c2(A,L)d
c3(A)max{1, hˆL(x)}
c4(A), ou`
c2 ne de´pend que de A de L, et ou` c3, c4 sont des constantes ne de´pendant
que de A.
De´monstration On note Gx le plus petit sous-groupe alge´brique contenant
x, et on note Bx = G
0
x sa composante neutre. Par hypothe`se sur x, la
sous-varie´te´ abe´lienne Bx est strictement incluse dans A, et x est de torsion
modulo Bx. Ainsi, le lemme 2 entraine que x ∈ (Bx + ξ) avec ξ point de
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torsion de´fini sur une extension de degre´ au plus c1(A)d de k. Il reste a`
voir que le degre´ de Bx est majore´ comme on veut. On va pour cela utiliser
l’article [4] de Bertrand. En suivant les notations de cet article, on note H(A)
l’ensemble des classes d’isomorphismes de sous-varie´te´s abe´liennes de A. La
proposition 1.(ii) de [4] nous assure que cet ensemble est fini. De plus, si K/k
est une extension de degre´ d telle que le point x est K-rationnel, en utilisant
le theorem p. 154 de [13], on note que le cardinal de A(K)tors est majore´ par
c′8(A)d
7dim A. Il en va donc de meˆme du cardinal de Y (K)tors pour toute sous-
varie´te´ abe´lienne Y de A. Par le lemme 2, pour toute sous-varie´te´ abe´lienne Y
de A, le cardinal du sous-groupe de torsion de (A/Y )(K) divise une quantite´
majore´e par c′9(A)d
c′10(A). Avec les notations de [4] poroposition 1. (i), on
peut donc prendre ν(A/K) ≤ c′9(A)d
c′10(A). En appliquant maintenant le
Corollary p.239 et la remark 2. (i) p.231 de [4], et avec ses notations, on
obtient la majoration
degLBx ≤ c(A,K)
−1c′′9(A,L)d
c′11(A)max{1, hˆL(x)}
g.
Il nous suffit maintenant de montrer que c(A,K) ≥ c′′11(A,L)d
−c′′10(A). L’en-
semble H(A,K) = H(A, k) de classes de K-isomorphismes de sous-varie´te´s
abe´liennes de A est fini (et ne de´pend que de A et k par le lemme 1) :
H(A, k) =
{
B1, . . . , Bn(A)
}
.
On note bi le degre´ de la polarisation sur Bi de´duite de (A,L). On pose
c′12(A,L) = min bi > 0. La remarque suivant le corollary p.239 de [4] nous
indique alors (en mettant dans une meˆme constante c2(A,L) la de´pendance
en hFalt(A) et en c
′
12(A,L)) que
c(A,K) ≥ c′′11(A,L)d
−c′′10(A).

Remarque 7 La preuve de ce lemme nous permet meˆme de spe´cifier Bx :
on peut prendre pour Bx la composante neutre du plus petit sous-groupe
alge´brique contenant le point x.
Remarque 8 Dans son article [5], Re´mond obtient une version plus fine de
ce lemme 3.
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Soit D un entier. On de´finit une sous-varie´te´ de A sur k, note´e Y (D, d), par
:
Y (D, d) =
⋃
B
(⋃
ξ
(B + ξ)
)
,
ou` B de´crit l’ensemble EL(D) des sous-varie´te´s abe´liennes strictes de A de
degre´ (relativement a` L) infe´rieur a` D, et ξ de´crit l’ensemble des points de
torsion de A de´finis sur une extension de degre´ au plus c1(A)d de k.
Lemme 4 Il existe une constante c5(A,L) telle que
Card EL(D) ≤ c5(A,L)D
(2dimA)2 .
De´monstration Le fibre´ L est tre`s ample, donc il de´finit une forme de
Riemann HL sur tA(C), telle que la forme symplectique EL = ImHL, est a`
valeurs entie`res sur le re´seau des pe´riodes ΩA(C). En utilisant essentiellement
le the´ore`me de Riemann-Roch pour les varie´te´s abe´liennes, la proposition 3
p.269 de [6] nous indique que, si B est une sous-varie´te´ abe´lienne de A, alors
degLB = (dimB)!VolELΩB(C),
ou` le volume est relatif a` la norme || · || induite par la forme biline´aire
syme´trique de´finie positive eL donne´e par eL(x, y) = EL(ix, y). En notant
c′6(A,L) le volume de la boule unite´e de R
2dimA pour cette norme, le the´ore`me
des minimas successifs de Minkowski nous permet d’en de´duire qu’il existe
une base de ΩB(C) forme´e d’e´le´ments (note´s {ω1, . . . , ω2dimB}) appartenant a`
ΩA(C), tels que
2dimB∏
i=1
|| ωi ||≤ c
′
6(A,L) degLB.
On pose cmin(A,L) = min
{
1, || λi || / λi ∈ ΩA(C) − {0}
}
, et on note ωmax le
ωi de plus grande norme. On a
|| ωmax || cmin(A,L)
2g−1 ≤
2dimB∏
i=1
|| ωi ||≤ c
′
6(A,L)D.
Ainsi, on tire || ωmax ||≤ c
′
7(A,L)D, ce qui entraine
Card EL(D) ≤ c5(A,L)D
(2dimA)2 .

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Lemme 5 Le degre´ relativement a` L de Y (D, d) est majore´ par une expres-
sion de la forme c6(A,L)D
c7(A)dc8(A).
De´monstration On sait par le theorem p. 154 de [13] que tout point de
torsion de A(k) de´fini sur une extension de degre´ infe´rieur a` c1(A)d est d’ordre
majore´ par c′8(A)d
7dim(A). On en de´duit donc que l’ensemble des points de
torsion de´finis sur une extension de degre´ infe´rieur a` c1(A)d est de cardinal
majore´ par
c′9(A)d
(7dim(A))(2dim(A)+1). (2)
Par ailleurs, on sait majorer le cardinal de EL(D) par le lemme pre´ce´dent,
donc l’additivite´ du degre´ nous donne
degL Y (D, d) ≤ D ·
(
c5(A,L)D
(2dimA)2
)
·
(
c′9(A)d
(7dim(A))(2dim(A)+1)
)
. (3)
L’ine´galite´ (3) est bien de la forme voulue. 
4 Preuve du the´ore`me 1
Quitte a` remplacer V par la re´union des σ(V ) avec σ ∈ Gal(k/k), on peut
supposer que V est de´finie sur k et k-irre´ductible. Soit ε > 0 un re´el. On
suppose par l’absurde qu’il existe une hypersurface Z de A sur k, ne contenant
pas V mais contenant tous les points de V d’ordre infini modulo toute sous-
varie´te´ abe´lienne stricte de A, et tels que la hauteur ve´rifie ĥL(x) ≤
ĥL(V )
degL V
+ε.
Soit alors, δ un entier non nul. On conside`re la sous-varie´te´ Yδ de A sur k de
codimension supe´rieure a` 1, de´finie par
Yδ = Y (D, d),
ou` Y (D, d) est de´finie comme au paragraphe pre´ce´dent, et ou`
D = c2(A,L)
(
ĥL(V )
degL(V )
+ ε
)c4(A) (
c0(ε) degL(V )δ
dimV
)c3(A)
,
et,
d = c0(ε) degL(V )δ
dimV .
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Par hypothe`se, V n’est contenue dans aucune re´union de sous-varie´te´s de
torsion strictes de A, donc V * Yδ. Il existe δ1(ε, V, A, L) tel que pour tout
δ ≥ δ1(ε, V, A, L), on a l’ine´galite´
log degL(Yδ ∪ Z) ≤
δ
4dimV
.
En effet, par le lemme 5, on sait que
degL Yδ ≤ c6(A,L)D
c7(A)dc8(A).
En remplac¸ant D et d par leurs valeurs, et par additivite´ du degre´, on
en de´duit l’ine´galite´ pour tout δ ≥ δ1(ε, V, A, L) assez grand. On se fixe
de´sormais un tel δ, et on applique le corollaire 4 a` Yδ ∪ Z. On obtient ainsi
un x ∈ V \ (Yδ ∪ Z) tel que
ĥL(x) ≤
ĥL(V )
degL V
+ ε et [k(x) : k] ≤ c0(ε)(degL V )δ
dimV .
Si x est un point de torsion modulo une sous-varie´te´ abe´lienne stricte de
A, alors, le lemme 3 et le choix de D dans Yδ entraine que x ∈ Yδ. Ceci
est impossible, donc par de´finition de Z, x appartient a` Z. Mais ceci est
e´galement impossible. Ceci conclut par l’absurde. 
5 Preuve du corollaire 1
On commence par rappeler le the´ore`me de Zhang sur les minimas successifs
(cf. [20] theorem 5.2, et [21] theorem 1.10). Plus exactement, on en donne
une version affaiblie qui nous suffira, ne faisant intervenir que le minimum
essentiel.
The´ore`me 2 (Zhang) Si V est une sous-varie´te´ de A sur K, alors
ĥL(V )
(dim V + 1) degL V
≤ µessL (V ) ≤
ĥL(V )
degL V
.
On peut maintenant passer a` la preuve du corollaire 1 : soit ε > 0, le the´ore`me
1 nous indique que l’ensemble des x ∈ V (k) d’ordre infini modulo toute sous-
varie´te´ abe´lienne stricte de A et qui sont de hauteur ĥL(x) ≤
ĥL(V )
degL V
+ ε est
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Zariski dense dans V . En utilisant le the´ore`me 2 de Zhang, on en de´duit
que les points x ∈ V (k) d’ordre infini modulo toute sous-varie´te´ abe´lienne,
et de hauteur ĥL(x) ≤ (dim V + 1)µ
ess
L (V ) + ε est Zariski dense dans V . En
particulier cet ensemble est non-vide. On choisit un e´le´ment x dedans. En
appliquant le the´ore`me 1.5. de [9] ainsi que la remarque qui suit ce the´ore`me,
on en de´duit
ĥL(x) ≥
c(A,L)
δL(x)
(
log log(3δL(x))
log(3δL(x))
)κ(g)
,
ou` c(A,L) est une constante ne de´pendant que de A et de L, et κ(g) est
une constante effectivement calculable ne de´pendant que de g (par exemple
κ(g) = (2g(g + 1)!)g+2 convient). Or δL(x) ≤ δL(V ) car une sous-varie´te´ de
A contenant V contient x. On en de´duit
ĥL(x) ≥
c(A,L)
δL(V )
(
log log(3δL(V ))
log(3δL(V ))
)κ(g)
.
Notamment on en conclut
(dim V + 1)µessL (V ) + ε ≥
c(A,L)
δL(V )
(
log log(3δL(V ))
log(3δL(V ))
)κ(g)
.
Ceci termine la preuve en faisant tendre ε vers 0. 
6 Preuve du corollaire 2
On commence par prouver le corollaire dans un cas particulier, auquel on se
rame`nera ensuite.
Corollaire 5 Si A =
∏n
i=1A
ri
i , ou` les Ai sont simples, est de type C.M., et
si V est une sous-varie´te´ alge´brique stricte de A sur k, k-irre´ductible et qui
n’est pas re´union de sous-varie´te´s de torsion, alors, on a l’ine´galite´
ĥM(V )
degM(V )
≥ µessM (V ) ≥ c(A,M) degM(V )
− 1
s−dimV (log(3 degM(V )))
−κ(s) ,
ou` s est la dimension du plus petit sous-groupe alge´brique contenant V , et ou`
M est le fibre´ en droites ample associe´ au plongement
A =
n∏
i=1
Arii →֒
n∏
i=1
Prini
Segre
→֒ PN ,
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les Ai e´tant plonge´es dans Pni par des fibre´s Li tre`s amples et syme´triques.
De´monstration On note G le plus petit sous-groupe alge´brique contenant
V . On note G0 la composante connexe de l’identite´ de G. C’est une sous-
varie´te´ abe´lienne de A, et elle est donc isoge`ne a` B =
∏n
i=1A
si
i ou` 0 ≤
si ≤ ri. On note alors π : A → B une projection naturelle obtenue par
oubli de certaines coordonne´es, de sorte que π|G est une isoge´nie. Montrons
maintenant que l’on est dans les conditions d’application du corollaire 1 en
prenant comme varie´te´ abe´lienne B, et comme sous-varie´te´ alge´brique π(V ).
Si π(V ) est inclus dans une re´union de sous-varie´te´s de torsion
⋃
(Ci +
ξj) ou` dimCi < dimB, en notant H le plus petit sous-groupe alge´brique
contenant π(V ), on a toujours dimH < dimB. Ainsi G1 = G ∩ π
−1(H) est
un sous-groupe alge´brique strict de G (car π|G est une isoge´nie), contenant
V . Ceci est absurde.
Si π(V ) = B, alors V est de torsion. Ceci est absurde.
Finalement, π(V ) est une k-sous-varie´te´ stricte de B, irre´ductible, et n’est
pas incluse dans une re´union de sous-varie´te´s de torsion strictes. On peut
donc appliquer le corollaire 1. Par ailleurs, la hauteur et le degre´ sont de´finis
relativement aux plongements
A =
n∏
i=1
Arii →֒
n∏
i=1
Prini
Segre
→֒ PNA , et B =
n∏
i=1
Asii →֒
n∏
i=1
Psini
Segre
→֒ PNB .
De plus l’application π :
∏n
i=1 P
ri
ni
→
∏n
i=1 P
si
ni
est la projection line´aire de´finie
par oubli de coordonne´es. Dans ce cas et pour ces plongements on a,
µessMB(π(V )) ≤ µ
ess
M (V ), et, degMB π(V ) ≤ degM(V ).
Ceci nous donne
µessM (V ) ≥ µ
ess
MB
(π(V )), d’ou` par le corollaire 1 et la remarque 2,
≥ c(B,MB)
(
degMB π(V )
)− 1
s−dimV
(
log degMB π(V )
)−κ(s)
≥ c(B,MB) (degM V )
− 1
s−dimV (log degM(V ))
−κ(s) .
≥ c′(A,M) (degM V )
− 1
s−dimV (log degM(V ))
−κ(s) ,
ou` on a pris pour c′(A,M) le minimum des c(B,MB) quand si varie dans
[[0, ri]]. On conclut en appliquant le the´ore`me 2 de Zhang.  
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On donne maintenant la preuve du corollaire 2 : la varie´te´ abe´lienne A est
donne´e avec une isoge´nie ρ vers B =
∏n
i=1A
ri
i . Soit V la sous-varie´te´ de A
comme dans les hypothe`ses. On ve´rifie que W = ρ(V ) est une sous-varie´te´
de B ve´rifiant les meˆmes hypothe`ses. Il re´sulte facilement de la preuve de la
proposition 14. de [17] qu’il existe c′(A,L) tel que
ĥL(V ) ≥ c
′(A,L)ĥM(W ).
Ainsi, en appliquant le re´sultat pre´ce´dent, on en de´duit presque l’ine´galite´
voulue : il faut encore remplacer le degre´ degM(W ) par degL(V ). Or
degM(W ) = (deg ρ) degρ∗M(V ).
D’autre part ρ∗M et L sont amples, donc on a des ine´galite´s
c2(A,L) degρ∗M(V ) ≥ degL V ≥ c3(A,L) degρ∗M(V ).
En injectant ceci dans l’ine´galite´ donne´e par le corollaire 5 pre´ce´dent, on peut
conclure.
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